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整数の全体 Z は加法群をなす． その部分群を決定してみよう． H を Zの部分群

とする．Hが自明な部分群でないとし， a をHに属する最小の正の整数とする．H

は，na, n E Zの形の元全体からなることを示す．y EHとする． そのとき，整数

n,r ( O::::;r<a)があって，y= na + rと書ける．Hは部分群であり r= y-naである

から，rEHとなり，r=Oとなり結論が得られる．

Gを群とする． Gが巡回群であるとは，ある元 aE Gがあって，すべてのxE Gが

砂(nE Z)の形に書けること（別の言い方をすれば，写像 f : Z ---+ G, f (n) =砂が全

射であること）である．この性質をもつ元 aEGをGの生成元という．

Gを群とし，aEGとする．an (n E Z)の全体からなる部分集合は明らかにGの巡回

部分群である．整数m > 0が am =eを満たすとき，mを aの指数という．すべての

XE Gに対して砂1,

= eとなるm> 0をGの指数という．

Gを群とし aE Gとする．準同型写像 f : Z ---+ G, f(n) = an を考え，Hをその核

とする．

(i)核が自明なとき．fはZから aが生成するGの巡回部分群の上への同型写像で，こ

の部分群は無限巡回群である．aがGを生成するならば，Gは巡回群である．aは無限周

期をもつという．

(ii)核が非自明なとき．dを核に属する最小の正整数とする．dは aの周期と呼ばれる．

整数mが ani = eをみたせば，ある整数sによってm=dsと書ける．e,a,...,ad-Iは

相異なる．実際，が＝炉 with O :::;; r, s ::::; d - l とする． r::::; sとしよう．そのとき，

as-r = e. O ::::; s -r < dであるからs-r=Oとなり結論が得られる．aが生成する

巡回部分群の位数は d である．次が成り立つ：

命題2 Gを位数n>lの有限群とする．aはGの元で aヂeとする．そのとき aの

周期はnの約数である．Gの位数が素数pならば，Gは巡回群ですべての生成元の周期

はpである．さらに

命題3 Gを巡回群とする．Gのすべての部分群は巡回群である．fをGの準同型写

像とすると，fの像は巡回群である．
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